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Correction de I’exercice 2 de la feuille TD 7 [Les méthodes d’Euler dans le
cas linéaire]

Préambule (Méthode d’Euler implicite) Etant donnée une équation différentielle 2’ = f(¢,z) ou f est de
classe C', la méthode d’Euler implicite consiste a poser

tiv1=tith
Yir1 = Yi + hf(tiv1, Yiv1)-

Ainsi, la deuxiéme équation fournit implicitement ;1.

On s’intéresse dans cet exercice aux méthodes d’Euler explicite et implicite pour la résolution d’un probléme de
Cauchy linéaire dans R? de la forme

y'=Ay; y(0) = yo. 1)
On considére un pas h > 0 et on note t,, = nh pour n € N. On note Y}, : [0, +0o[— R? la solution approchée affine
par morceaux obtenue et 3 = Y}, (nh) les points calculés par la méthode d’Euler.

1. Le cas scalaire. On suppose d = 1.

(a) Calculer explicitement la famille de fonctions Yy, : [0, +00]— R données par la méthode d’Euler explicite
et vérifier (a la main) sur cet exemple la convergence uniforme de cette méthode sur tout segment [0,T].
Rappelons y" = Y}, (nh). On a par définition

yh o =y + Ayt = 1+ hA)Y!

donc y" = (1 + hA)"yo. Comme Y}, est le prolongement affine par morceaux de I'application t,, + y,
on en déduit que

Yi(t) =yl + (6 = RIED (W40 — vty ) = (1 RAYEI(L+ (6 = REDRAYo

I

On fait tendre A vers 0. On a alors

2 A2
In ((1+nA)) = [%] In(1 +hA) = [%] (hA - 2(1h+f;hA)>

ou 6 €]0, 1] par la formule de Taylor-Lagrange appliquée & x +— In(1 + z) en 0.
Comme  — 1 < [£] < £, on obtient pour A >0

1
et pour A <0Oet h < —3

t<A_h2AQ> gln((1+hA)[%]) < (t—h) (A—Q(lhfzm>

Sit e [0,T], on en déduit pour A > 0 que

TA? A? ¢
exp (h(— 5 A+ h2)> < (1+hA)Ele 4 <1

et pour A < 0 que

2
exp (—hTé4 ) <(1+ hA)[%]e_tA <1
d’otl la convergence uniforme sur [0,7] de ¢ — (1 4+ hA)l%] vers 4. Comme de plus
t t
|(1+ (¢ = h[Z])hA) — 1] = [t = h[Z])hA| < [AR?],

on en déduit la convergence uniforme quand h — 0 de Yy o,7) vers ¢ — e!4yo qui est bien la solution de
léquation différentielle (1) de condition initiale y(0) = yo.



(b)

Méme question pour le méthode d’Euler implicite. Cette fois, on a

y2+1 =yl + hAyZﬂ
donc
y'Z-&-l =(1- hA)’lyZ

Cette formule n’a de sens que si Ah # 1, mais on peut omettre la valeur h = % puisqu’on s’intéresse au
cas ou h tend vers 0.
On a donc y" = (1 — hA) "y, d’ott

Yit) = sy + (6 = BIED) (s y — olsy) = (1= hA)TRI(1+ (¢ = ALE]) 25590

On a déja montré dans la question précédente la convergence uniforme sur [0,7] de ¢ — (1 — hA)~[#]

vers t — et et on a . A A
—hl= _1<
L - ) < n A

d’ott la convergence uniforme quand h — 0 de Yo 7] vers t — etAyo.

On suppose que yo > 0. Discuter, suivant les valeurs des paramétre A € R et h, les signes des (y") pour

les deux méthodes utilisées. Quelle conclusion en tirez-vous ?

On rappelle que la solution exacte t — ype!4 est & valeurs positives.

— Pour la méthode d’Euler explicite, on a calculé : y" = (1 + hA)"yo. Aussi, si A >0, y” est toujours
positif. Par contre, si A < 0, tant que h > ﬁ, y§n+1 est négatif.

— Pour la méthode d’Euler implicite, on a calculé : y"* = (1 — hA) "y,. Aussi, si A <0, y" est toujours
positif. Par contre, si A > 0, tant que h > %, y§n+1 est négatif.

Aussi, si A < 0, la méthode d’Euler explicite semble plus adaptée pour refléter le signe, alors que pour

A > 0, il vaut mieux utiliser la méthode d’Euler implicite.

cas défini négatif. On revient au cas général d > 1 et on suppose que A est symétrique définie négative.

Montrer (avec un minimum de calculs) que la solution exacte de (1) est bornée sur [0, +00].

On sait que la solution de (1) est donnée par y(t) = exp(tA)ys. Comme A est symétrique, il existe une

matrice orthogonale P telle que P~'AP = D = Diag(\y,...,\q) avec \; < 0. On a alors

ethr L

exp(tA) = Pexp(tD)P™* =P | ... ... .| Pt

Comme . hffl e =0, lapplication t € [0, +oo[— e*Ayq est continue et de limite nulle en +oo, elle est
—+00
donc bornée.

Montrer que la méthode d’Euler implicite pour ce probleme est parfaitement définie pour toute valeur du
pas du temps.
Onayy, =y, +hAy;,, = donc (1 -hA)y: ., =y
Comme A est définie négative, 1 — A est définie positive donc inversible et on a
h -1, h
yn+1 = (1 - hA) Yn

d’ot y" = (1 — hA)~"yo.
Montrer que les solutions approchées (Yy) obtenue par cette méthode implicite sont bornées.
Fixant h > 0, on va trouver une constante M, > 0 telle que

¥n € N, lynll = [Ya(ta)ll2 < Ma.
Comme chaque valeur Y;,(¢) s’écrit comme un barycentre des y”, on en déduira que
Vi € [0, o0l [[Ya(t)[l2 < M.

On a calculé y" = (1 — hA) "y. Si on note Ay, ..., \q les valeurs propres (strictement négatives) de A
et A=inf{|\;|;1 <i<d},ona
Ve € RY (1 — hA) z)la < (14 Ah) 7zl
D’ott on déduit
[[oll2
(1+ Ah)™"

La limite du terme de droite quand n — oo étant nulle, la suite (y?) est bien bornée.

vn €N, [lynll2 <



(d)

Montrer que la famille (Y) converge uniformément sur Ry wvers la solution exacte.
Pour chaque t € [0, 4+o00[, on a

Yi(t) = sy + (6 = BIED) (s y — 0ls)) = (1= RA) (1 + (¢~ BEDRA(L — hA)~)go

Soit P une matrice orthogonale telle que P~'AP = D = Diag()\y, ..., \q) avec \; < 0. Alors, si on note
Zy(t) = P7'Y,(t) et 2, = P7ly,, on a

Zn() = 2t + (¢ = RIED) (), = 2fy) = (1= RD) (1 + (¢ = REDAD(L — AD) )z

Coordonnée par coordonnée, cela donne la formule

Zn(t); = (1= b)) "1+ (¢ = h[E) 7235 )70, |

Cette famille a déja été étudiée en question 1(b), elle converge uniformément vers t — ‘i zg ; sur tout
intervalle [0, T] quand h tend vers 0. On en déduit la convergence uniforme de Zj, vers la solution exacte
sur tout intervalle [0, T7].

On veut montrer la convergence uniforme sur [0, +oo[. Soit € > 0. Il existe un 7' > 0 et a > 0 tels que
(on reprend pour A la méme notation que dans la question 2 (c)) :

— 2Tyl < 3

— _yollz ¢
Vh €]0, af, o F < s

Soit alors 8 €]0, af tel que
Vh E]O7B[7Vt € [OvT]v ||Yh(t) - etAyOH2 <e.
Alors,sit > T, on a

9
vh €]0, B, [Ya () — e“yollz < 1Ya(®)ll2 + [l yoll2 < 5T5=¢

N ™

On a donc montré la convergence uniforme sur Ry .

3. (Le cas antisymétrique) On suppose que A est antisymétrique réelle.

(a)

Montrer que la norme euclidienne de la solution exacte de (1) est constante.
Soit y(t) = e*yy une solution exacte de (1). Rappelons que comme A est antisymétrique, on a

Ve e RY 2. Az =0
i.e. Az est orthogonal & z. On en déduit

dly®)|*

o = 2Ay()y() =0

donc la norme de y est constante.
On suppose de plus que la matrice A est inversible. Etudier le comportement des suites (||y”||)
ou les y" sont obtenus par les méthodes d’Euler explicite et implicite. Quels sont vos commentaires ?
— pour la méthode d’Euler explicite, on a y” 1= yh 4+ hAy". Comme y" et Ay" sont orthogonaux, on
en déduit que
2 2
lyniill3 > (1+B2a®) |yl

ot a=||[A7H|7L Aussi: [ly2]. > (VI + h2a2) lyol|2 tend vers +o0o0 quand n — oo.
— pour la méthode d’Euler implicite, on a (1 — hA)y",; = y” donc par ci-dessus

lymll3 > (1 + h*a®)llyn 4 13

d'ott [y ]l2 < (VI +h2a2) " |lyol|2 tend vers 0 quand n — oo.
On voit bien qu’en temps T long, ni la méthode d”Euler explicite ni la méthode d’Euler implicite ne
sont satisfaisantes car pour la premiere on peut obtenir une norme beaucoup trop grandes et pour la
seconde des normes beaucoup trop petites pour des h petits (mais pas trop).



(¢) Montrer que le schéma suivant permet de bien définir (y,) (de maniére implicite).

vn 2 1, Pt g DO (2)

uel est le comportement, dans ce cas, de la suite (||y,||) ¢ L’équation est équivalente a
Quel est | tement, d de la suit ? L'équation (2) est équivalente
(21 = hA)yn+1 = (21 + hA)yy.

Comme A est antisymétrique, elle n’a pas de valeur propre réelle et donc 21 — hA est inversible, ce qui
permet de définir
Yn+1 = (21 - hA)_l(Ql + hA)yn

Comme A est antisymétrique, on a

L((21 — hA) (21 4+ hA)) = (21 — hA)(21 + hA) " = (21 + hA)(21 — hA) ™).

Et comme les matrices A et 1 commutent :

(21 — hA) 7121 + hA)) = (21 — hA) " (21 + hA)) "

La matrice (21 — hA)—1(21 + hA) est donc orthogonale, elle préserve la norme euclidienne et la suite
(lynll) est constante.

(d) Définir et estimer lerreur de consistance pour le schéma (2). Quel est son ordre ¢
L’erreur de consistance est

h h
en = ehAyn — Yna1 = <ehA —(1- §A)*1(1 + 2A)> Yn.-

On a par I'inégalité de Taylor-Lagrange :

h2
"4 — 1= hA = 5472 < ClIE, )

D’autre part,
(= 2a) st s By as (B) < o
2 2 2 2 2 = ?
d’ou
o\ h h? 3
I{(1=54) (L+54) - (@ +hA+ A% <Ol (4)

On déduit de (3) et (4) que
leall < ClIR13 Nyl

La méthode est donc d’ordre 2, ce qui est mieux que les méthodes d’Euler dont on sait qu’elles sont
d’ordre 1.



