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Introduction

@ Soit I'équation différentielle dans R? définie par

x| = —xo+ x1(1 — xZ — x2)

xb=x1 +x(1—x2 —x3)

@ L'équation est automone.
@ La fonction
F: R? — R?
(x1,%) — (e+x(l—x2—x3),x1+x(l—x2—x3)).
est polynomiale, donc de classe C!, donc localement lipschitzienne.

@ On lui appliquer le théoreme d’existence et d'unicité de
Cauchy-Lipschitz : a toute condition initiale correspond une unique
solution maximale.
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premiere question

@ On cherche les équlibres du systeme, i.e. les (x1,x) € R? tels
que F(x1,x2) = 0.

(L1) —xo+x(1—x2—x3)=0
(L) x1+x(l—-x2—x3)=0

@ On remarque que (0,0) est solution.

o xiL1 + xoLp donne (x? + x?)(1 — x2 + x3) = 0, donc soit
(x1,x2) = (0,0), soit x2 + x3 = 1, ce qui redonne en injectant
dans (L1) et (L) que (x1,x2) = (0,0).

° ’ (0,0) est donc le seul équilibre du syst‘eme.‘
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deuxieme question

@ Nous ne traiterons pas la question 2, pour laquelle il suffit de
remplacer.

@ On retient que ‘)‘((t) = (cost,sint) ‘ est une solution
2m-périodique.

@ L’orbite correspondante est le cercle unité.

Correction exo 8 feuille 5



troisieme question (1)

@ Soit x = (x1,x2) : I — R? une solution maximale. Notons
p(t) = \[x() +3(0).
@ |si p(0) =1} alors il existe tp € R tel que

(Xl(O), X2(0)) = (COS tp, sin to) = )?(to).
o Comme X est solution et que le systéme est autonome, la
fonction y : t € R — X(t + tp) est aussi solution.
e Les solutions x et y sont des solutions maximales qui
coincident en t = 0, elles sont donc confondues et on a

vVt e R, p(t) =1.

° ‘p est donc constante. ‘
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troisieme question (2)

@ On rappelle que p(t) = /x2(t) + x3(t).
@ [si p(0) < 1|, la fonction p est continue sur | et vérifie p(0) < 1.

o Si pour un certain to € I on a p(ty) > 1, alors par le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe t; € | tel que p(t;) = 1.

e |l existe donc t, € R tel que
(x1(t1), x2(t1)) = (cos ta,sin tp) = X(t2).

o Alors,si z:t € R — x(t+ ta — t1), les solutions x et z
coincident en t = t;. Elles sont donc égales, ce qui contredit
p(0) < 1. On en déduit : Vt € I, p(t) < 1.

o On calcule dd—”: = 2pp’ = 2(x1x{ + x2x3) donc
2pp' =2 (Xl (*X2 +x(1— X12 - X22)) + X0 (X1 +x(1 - X12 - X22))) :

200" =204 +%5)(1 = x4 —x3) = 2p*(1 — p?) > 0.

e En conclusion, ‘p est croissante a valeurs dans [0, 1]. ‘
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troisieme question (3)

o On rappelle que p?(t) = x2(t) + x3(t).

@ |si p(0) > 1|, un argument analogue au cas p(0) > 0 permet
de conclure que Vt € I, p(t) > 1.
e On en déduit que la dérivée calculée précédemment

d” = 2p%(1 — p?) est strictement négative.
° En conclusion,

‘p est strictement décroissante a valeurs dans ]1, +ool. ‘
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quatrieme question

@ On a montré que si ||x(0)]|? = x2(0) + x3(0) < 1, alors la
solution maximale x : | — R? est en fait a valeurs dans le
disque unité fermé.

@ Le disque unité fermé étant compact, la solution x ne sort pas
de tout compact et est donc globale.

o Si [|x(0)|> = x2(0) + x3(0) > 1, comme p décroit, alors
X|1n[0,400[ €St @ valeurs dans le disque fermé de centre (0, 0) et
de rayon ||x(0)]|.

o Ce disque étant compact, X|jn[o,+oo[ N€ SOrt pas de tout
compact et donc [0, +oo[C /.
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cinquiéme question

Soit x = (x1,x2) : | — R? une solution maximale qui ne s'annule
pas.

Alors il existe (p,0) : | — R% x R de classe C* telles que
(x1,x2) = (pcosh, psin 0)

L'existence de 6, qu'on admet ici, utilise le théoreme du relévement.
On a déja vu en question 3 que 2pp’ = 2p%(1 — p?) > 0O i.e.
p'=p(l—p?).

Pour calculer €', on remarque que

x1%5 — xox; = pcosf(p'sinf+ pd cosO) — psinO(p’ cos O — pd’ sin 6);
donc xyx5 — xox] = p?(cos? @ + sin? 0)0’ = p?6’.

et X1 xp — XoX] = x1 (x1 +x(1 — X2 — x22)) —
Xo (—x2 +x(1—x¢ — x22)) =2+ x2 = p%.

donc

p’:p(l—pz)etﬁ’zl.‘
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sixieme question (1)

@ On veut résoudre

pr=p(1-p%
6 =1

@ qui est un systéme de deux E.D.O. indépendantes.

o 0" =1 s'integre en O(t) = 0(0) + t. Les solutions tournent a
vitesse angulaire uniforme autour de I'origine.

e sip(0)=1| onaVteR, p(t)=1.

@ Si p(0) # 0 et p(0) # 1, p ne prend jamais les valeurs 0 ou 1
et I'équation se reécrit
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sixieme question (2)

@ On veut donc resoudre p =1;

1-p?)

cad (L+3( %))

@ qui s'integre en
1 P(t) )
In< =t+ C.
11— p*(t)]

° , on obtient 3 2()) = 2(t+0);
e donc
vt eR,p(t) = \/Hiezt
ou A>0.
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sixieme question (3)

@ |si p(0) > 1|, on obtient p{ft()tll = &2+ pour t > —C;

@ donc
1
R =
vt ER, p(t) =/ T

ol A >0 et t €], +oof .
@ En conclusion, les solutions sont
o surR, p(t)=1et 9( )=6(0) +
o sur R, p(t) = 1+/\e—2t ol A > 0;

o sur |52 +oof, p(t) = /=== ol A > 0.
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septiéme question

On a vu que
o sur R, p(t) =1et0(t) =0(0)+ t;

e sur R, p(t) = ,/1+/\,2tou)\>0
o sur |'%2 +oof, p(t) = \/ Tos=z ol A > 0.

La derniére courbe a une asymptote d'équation 6 = %
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